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SUMMARY

The vibration natural modes of an aircraft may be modified by the movements of liquids contained in
wing tip tanks. These modifications may render critical, as regards flutter, some modes that would not
have been had not these movements been taken into account. A calculation method is proposed for pre-

dicting this influence in a reasonably simple manner.

This method is based either on the fluid finite element method and the use of a selective criterion
to introduce the actually perturbating sloshing modes, or on the use of a step-by-step method in which

only the perturbation acting on previously chosen modes is calculated.
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Résumé

Les modes propres de vibration d'un avion peuvent
&tre modifiés par les mouvements des liguides contenus
dans des réservoirs de bouts d'ailes. Ces modificatiams
peuvent rendre critiques au flottement des modes qui
ne le sont pas quand on ignore ces mouvements. On
propose une méthode de calcul permettant de prévoir
cette influence d'une mani2re économique.

Cette méthode est basée soit sur la méthode des
éléments finis fluides et 1l'utilisation d'un critdre
de sélection pour introduire les modes de ballottement
effectivement perturbateurs, soit 1l'utilisation d'une
méthode pas & pas ol seule la perturbation engendrée
sur les modes choisis initialement est calculée.

Introduction

Les véhicules marins,aériens ou spatiaux compor-
tent des réservoirs remplis, ou partiellement remplis,
de liquides de diverses natures, dont les mouvements
internes peuvent &tre la cause de phénoménes nocifs
ou dangereux. Cesphénomenes de type vibratoire peuvent
compromettre la mission méme de ces véhicules soit en
provoquant des instabilités, soit des résonances para-
sites, sources de fatigue, soit encore des surcharges

occasionnelles dangereuses pour la solidité de la struo-

ture.

Dans les avions les ballottements de carburant
dans certains réservoirs modifient le comportement
vibratoire de la structure et peuvent rendre critiques
au flottement certains modes de vibration.

Ces divers phénomtnes doivent &tre étudiés soi-
gneusement et dans certains cas des remédes efficaces
peuvent &tre utilisés. L'un des plus classique est
1lfemploi de baffles fixes ou mobiles, ou de flotteurs
antiballottement, qui dissipent de 1'énergie et
empéchent les mouvements de liquides de grande ampli-
tude. Cependant des considérations de poids, de pro-
tection, ou de construction,interdisent souvent
1'usage de tels remddes. Ce peut étre le cas des
avions militaires munis de réservoirs de bouts d'ailes
aussi légers que possible et largables.

Le plus souvent 1'étude des mouvements liquide-
structure peut 8tre faite dans 1'hypothése de linéa-—
risation, mais 1'étude des problémes non-linéaires,
absolument essentielle, reste en grande partie
ouverte.
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Un certain nombre de travaux ont été consacrés
ainsi au cas des petits mouvements, dont 1'étude
est suffisante pour la prédiction des instabilités a
leur naissance. Citons les travaux théoriques de
Moiseev, Rumyantsev, Petrov, Rapoport, Friedman, et
Boujot (1 - 6), ainsi qu'une étude de synthése
d'Abramson (7). Un certain nombre de néthodes plus ou
moins approchées et spécialisées par Bleich, Coale,
Archer et Rubin, Khabbaz, Tong et Luk (8 - 13). Enfin
Valid et al puis Anquez et al ont provosé récemment
une méthode par éléments finis fluides tres générale
applicable aux lanceurs spatiaux et aux satellites
(15 - 17), tandis qu'Anquez publiait une méthode de
calcul de l'amortissement des modes dans le cas de
liquides faiblement visqueux (14).

Nous nous proposons dans ce qui suit de montrer
comment cette méthode peut &tre anpliquée a la re—
cherche des modifications entrainées par les déplace-
ments des liquides dans le comportement vibratoire
de structures d'avions militaires munis de réservoirs
de carburant en bout d'ailes.

1 - Princive général de la méthode

Le celcul des modes propres de liquide dams un
réservoir de forme quelconque repose sur la méthode
des éléments finis fluides. Le réservoir est supposé
rigide ou nonvet le liquide est supvosé parfait et
incompressible.

Dans une premiére étape 1l'ensemble du probléme est
nis sous une forme variationnelle. Une deuxiéme étape
consiste en une discrétisation du probléme par la
méthode des éléments finis et aboutit & une écriture
matricielle dans laguelle les inconmues généralisées
représentent d'une part les mouvements de la struc-
ture et d'autre part les mouvements du liquide.

L'équation obtenue est une équation matricielle
aux valeurs propres dont le nombre de modes propres
est en principe considérable, mais le probléme pra-
tique est en fait de savoir comment sont modifiés les
modes propres de la structure proprement dite, par
exemple liquide figé, par le ballottement du liguide.
Pour ce faire on décompose dans une trositme étape la
représentation matricielle en deux parties, 1l'une
concernant les mouvements de structure liquide figé,



et 1'autre son complément exact, la deuxiéme sera
alors considérée comme une perturbation plus ou moins
grande de la premiére.

Une méthode de perturbation successive permet
alors de ne calculer les modifications apportées par
le déplacement du liguide que sur les seuls modes de
structure choisis a l'avance parmi les modes supposés
critiques, & l'exclusion des autres.

Une variante peut &tre utilisée si 1l'on calcule
indévendamment les modes propres de liquide et de
bidons. On peut alors sélectiommer par une méthode de
verturbation ceux qui seraient & introduire dans un
calcul complet comprenant la structure et les bidons.

2 - Principe varitionnel pour les mouvements
instationnels du liguide

Cn rappellera tout d'abord la formulation varia-
tionnelle du problime des mouvements irrctationnels
d'un liquide parfait compressible contenu dans un
récivient souple de forme quelconaue et soumis &
1'accélération de la pesanteur (15, 16).

On démontre aisément le principe variationnel
suivant :

J ([%ir’_ -3 u] 7 SUdE=0, ¥ RSUELE(S,)

j—“s [T,L(CSD)-r(’s ﬁs—SUs]amLm([%_f_

4 - %u:lF\SU_«,:o, v Suse[H‘(fzs)T

by 7T gedspda- Ly gn g 6per-
-jz pi 2Us 6pdz=0,V Epe W' (2¢)

avec SD:L["OSUS +"08Us]
2 »nm 2 M

et des conditions initiales données.

Dans (1) est le vecteur accélération de la
nesanteur ; b , U sont respectivement la masse
spicifigue, le potentiel des vitesses et le déplace-
ment du liquide au point M du domaine-le de frontidre

Zp etZ 2P etZm représentent la surface
libre et 1z surface mouillée du récipient ; n est la
normzle unitaire extérieure a JZF en un point d'une
surface quelconque.

La structure occuve wn domaine f2¢ ; Us est le
déplacement de la structure dans f2s ousurIm .
C et D représentent respectivement la contrainte et
la déformation dans 2o et Fs la masse spécifique de
le structure.
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H' () et H‘(-Qs) sont des espaces de
Sobolev d'ordre 1 (espaces de fonctions de carré
sommable ainsi que leurs dérivées-distributions). La
barre désigne la transposition.

Dans (1) les fonctionnelles sont symétriques a
1'exception du terme -PU g ® §Us  qui sera remplacé

par sa partie symétrique, le calcul montrant que sa
composante antisymétrique est négligeable. Dans ce cas
le principe (1) conduira i des matrices symétriques
par discrétisation.

A ce sujet indiquons dés maintenant que si 1l'on
se contente des mouvements imotationnels du liquide
la formulation (1) permet de résoudre le probléme en
utilisant une méthode de discrétisation du type mé-
thode de Ritz associde & une méthode de sous-struc-
ture, ou directement par wne méthode d'éléments finis
appliquée & 1l'ensemble de la structure et du fluide.

Mais on peut aussi plus économiquement combiner
ces deux méthodes, c'est-a—-dire représenter les mou-
vements de la structure par une méthode de Ritz et les
mouvements du liquide par une méthode d'éléments finis.

Plus précisément supposons pour simplifier les
réservoirs rigides et les mouvements de la structure,
composée des réservoirs et de l'avion, représentés
par une combinaison linéaire d'un certain nombre de
ses modes propres (é 1'exclusion des modes d'ensembleL
On pourra remplacer dans (1) le déplacement Us par
cette combinaison lindaire, soit :

() Us=5,(M) qe(t) , q,(€ R™

Les inconnues U et ¥ relatives au liquide
seront alors représentées par leurs valeurs modales
aprés discrétisation, soit par exemple :

Y- SF(M)qF(l‘) , 9 € R™

U= 2%
2 M

(3

En remplagent dans (1) Us , P et U par
leurs valeurs on obtient une équation matricielle aux
valeurs propres du type

[K-wzrﬂ]q=o

ou 1'on a cherché des solutions harmoniques de pulsa-
tion W . Ou encore



La matrice de rigidité ‘K1 en rarticulier En effet on démontre que le principe (1) peut
provient des intégrales étre retrouvé par application du vrincipe d'Hamilton
apres lindarisation (15, 16). Il est donc loisible
f = d'ajouter au principe une action hamiltoniemme due &
i (C § D) dn -[sz’ 9 Un Sus 4= des mouvements supplémentzires, par exemple rotation-
~

£2 Sy
s nels, et ici de surface libre caractérisés par le
paramétre oL .
tandis que la matrice de masse 1l‘1,, provient de Soient T et Wy les énergies cinétique et
1'intégrale potentielle du fluide :

[n.sfs '%"-_L?_S_ SUs d

et si les modes de structure sont effectivement des

TF=LIF‘EFMT1C\.Q

modes propres de vibration la premiére et la troisiime ot

de ces intégrales fournissent des matrices diagonales. WF= Jﬂ - f 9 md Qe

Les matrices de couplage se calculent aisément dans k R4

1 % £ drinté S P foi L
(\g eztpao;rlermen d'intégrales ou figurent & la fois Me 'Qp (35 .Q, —_Qz(voir Fu’g.ﬂ M=0

J - Horizontalité de la surface libre moyenne

Supposons que la structure soit constituée d'un
avion muni de réservoirs de bouts d'ailes supposés
rigides pour simplifier et partiellement remplis de
liguides.

Dans le principe (1) le vecteur Us des intégrales
dans ‘Qs et Z; sera remplacé par le paramétre qg ,
per exemple, per 1'intermédiaire de (2) comme on 1'a
dit au paragraphe précédent, par contre les déplace-
ments des bidons dans les intégrales effectudes sur
>m sSeront en fait des déplacements de pompage 1
et de rotation Q autour d'un axe par exemple or-
thogonal au nlan de symétrie de l'avion. Ces dépla-
cements seront des combinaisons linéaires de ces

Figl Schéma d’un réservor rigide montrant

némes valeurs dans chaque mode propre de l'avion ; la rotationde ki surface libre G)“quide non ﬁgé
soit pour un bidon b liquide figé
(L) T g T‘l \Sz \Sm qsl,(r) ™M étant exorimé en fonction de o 5 NS ,et 6,
o] ¥ 04 62 ..... 9"1 C{Sz(” ces deux dermiers paramétres étant remplacés ensuite
. par le deuxidme membre de (4)
(15; On trouve alors pour un bidon
4
On constate que dans un tel mouvement la surface .. 3
libre du liquide n'est pas affectée par un déplace~ (5) 6']1- e ¥ ] Mg+ §0 I)’
ment vertical E , par contre une rotation g du
bidon aura tendance i laisser la surface libre hori- avec (l.)

zontale. Pour généraliser et compléter les mouvements
possibles du ligquide on aura donc intérét & introduire
des mouvements (de surface libre),non irrotationnels
puisque ceux-ci sont déja introduits par 1'intermé-
diaire du potentiel ¥ , et respectant 1'incompressi-

Dans (5) Mg est la masse totale du liquide et
1), l'inertie de rotation du liquide figé.

bilité. Ces mouvements peuvent se décomposer en deux (
parties : une rotation d'ensemble du plan de la sur- SWF o % [rb MF 6866 +[°L8°<.+ 0 S« +°L89] 3.),}
face libre et des mouvements autour de ce mouvement €.
moyen. ?
Cependant pour distinguer dans un calcul les ré- avec Jy = 2 ej 1> (y) dy
sultats dus au cas fictif, facilement calculable, ou 7 0 3

le liquide est supposé figé, du cas ol il ne 1’est
pas, on supposera la surface libre animée d'une rota- ; r 1
Phan atepbeatie: du blak, skt B 5 Ligds figds wt | (GN/ =F Bk [91 D, Qm] 951
d'une rotation moyenne & autour du méme axe sSoit oy

Ce mouvement est bien isochorique et rotationnel. ‘152(*)

Or va démontrer qu'en fait of = - O et par
conséaquent que la surface libre moyenne reste hori-

zontales LCI q E‘?
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Dans (6) B¢, est la cote du centre de gravité

du liquide au repos par rapport & l'axe de rotation,
et % (y) 1a distance du plen de symétrie du bidon
au point du bord de la surface libre d'ordonnée y
sur ce méme plan.

On pourrait naturellement introduire d'autres
mouvements isochoriques rotationnels du ligquide, mais
on se bornera & celui caractérisé par le paremétre &
en premiére approximation.

Remarquons alors que les termes d'énergie poten-
tielle en Hd. , soit

%Iy[o( +9] 80{

n'ayant pas leurs correspvondants en termes d'inertie,
et de plus le vrincipe (1) ne fournissant aucun
terme en o/ évidemment, on aura automatiquement la
relation suivante :

ol +6:=0

ce qui s'explique aisément pour un liquide parfait
incompressible ; la surface libre reste donc hori-
zontale en moyenne, aux mouvements irrotationnels
prés. La démonstration précédente n'est pas inutile,
comme on le verra, & cause du terme en ol 56

4 ~ Principe du calcul par la méthode

des éléments finis

On va montrer dans ce paragraphe comment procéder
a l'introduction des mouvements irrotationnels, dans
le cas de réservoirs de forme quelcongue, par la mé-
thode des éléments finis au moyen du principe (1).

Pour cela on établit un certain nombre de types
d'éléments finis fluides en procédant comme dans la
méthode classique, c'est-id-dire en décomposant le
liquide en un certain nombre d'éléments finis et en
représentant chaque champ inconnu dans le liquide au
moyen d'interpolations polynominales en fonction des
variables d'espace , c'est-z—dire par une méthode de
Ritz par morceaux.

On distinguera trois domaines & savoir {1 ZE
Fhy o

et Z.m

1. DansQ;on considere des éléments tridimensionnels

en forme de parallélépipeédes rectangles dans les-

quels 1'interpolation sera quadratique. Afin de

tenir compte de la forme a priori quelconque des

parois intérieures des réservoirs on utilise des

éléments tridimensionnels dérivés des premiers

et isoparamétriques (18).

2. SurX, le champn U sera interpolé linéairement

ce qui est compatible avec les éléments tridi-

mensionnels.

Sur Imles valeurs de f se déduisent de celles des
éléments tridimensionnels adjacents.

Pour le chemp Us concernant la structure et les
réservoirs, deux cas se présentent selon que les ré-
servoirs sont supposés rigides ou souples. Dans le
premier cas Us se représente simplement au moyen de
(2). Sur chaque face des &léments de liquide compo-

sant > m les intégrales s'écrivent et se calculent en
fonction des valeurs de ‘f aux noeuds et de 5 Dans
le deuxidme cas la coque est elle-méme décomposée en
éléments finis souples pour lesquels il y a lieu de
distinguer les déplacements d'ensemble des bidons,
donnés par (2), et les déplacements dus aux déforma-
tions des bidons, lesquels s'écrivent en fonction des
déplacements relatifs de noeuds des bidons. Nous ne
développerons pas ce cas ici.

Par contre dans le premier cas (bidons rigides)
le calcul de (1) aboutit & 1'écriture matricielle
suivante correspondant & (1)

W, [0 o ™y [2]
(7)[ 0 'k, of -©f o0 MMy ] qs|=0
o 00 EWBBMBJ &

Dans cette écriture la sous-colonne Z correspond
aux valeurs nodales de n U , déplacement du liquide
sur¥ , qg est la sous~colonne d'ordre N4 des dé-
placements généralisés de l'ensemble de 1la structure,
et est la sous~colonne correspondant aux valeurs
de P dans L, et surZm

’ 00'51 a cherché en fait des solutipons harmoniques en
el pour Z et qg et en au)e?“’ pour d? dont
le gradient représente une vitesse.

De plus il y a lieu de remarquer que la formula-
tion (1) tient compte ipso facto de 1'assemblage
fluide-coque per les termes de couplage et que les
noeuds de coque et de fluide sont & assembler séparé-
ment.

Conformément au paragraphe précédent, dans lequel
on a distingué une variable supplémentaire de surface
libre oL , cette écriture (7) devient en fait :

- 5 £ 52 S
K,ooow 0 0 ™5 0 -

(.)’Jo ’Mp M5 O }

My TMy My O

oooo‘| &
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2
Dans (8) les sous-matrices supplémentaires K,
el *Ku proviemnent de (6) ( *¥y4 est d'ailleurs

un scalaire).

Nous ne reviendrons pas sur 1'élimination des
modes & fréquence nulle qui a été expliqué en (15).
Indiquons seulement que les seules valeurs nodales
indépendantes de 4) sont les valeurs aux frontitres
du domaine liquide, & cause de l'incompressibilité,
et que par conséquent les valeurs intérieures s'éli-
minent.

Nous rappelons que la quatridme équation de (8)
2 3
F( + K oA = 0
& C{S N
oh 2 K;, est une ligne de scalaires d'ordre ny

provient de (6); et fournit la relation
ol=-0

qui démontre l'horizontalité de la surface libre
moyenne et permet d'éliminer la variable ol . (8)
devient alors :

-

[0 0 'M,] [2

—(.\)z O 2”?_ 2”5 ] qS :O

"My ’na-”nsJ

Nous allons voir au paragraphe suivant comment uti-
liser 1'équation (8) d'unme manidre économique.

5 ~ Sélection par la méthode des perturbations

Le probldme concret qui se pose est en fait le
calcul des modifications entrainées par la présence
du ballottement dans les caractéristiques dynamiques
de la structure. Le comportement dynamique de la
structure sera supposé calculé liquide figé, et nous
ne considérerons ici que le cas pratique des ré-
servoirs rigides. Dans 1le cas ol ces caractéristiques
vibratoires seraient obtenues d'une menidre expéri-
mentale sans liquide (ou réservoirs pleins) il est
toujours possible par un calcul simple d'en déduire
les caractéristiques modales dans le cas de réservoirs
partiellement remplis de liquides figés.

Considérons 1'équation (9). On ne cherchera pas &
calculer 1'ensemble des modes extrémement nombreux,
dans une bande de fréquence domnée, de cette équation
aux vibrations, si 1'on peut éviter de le faire,
d'autant qu'il est clair que seul un certain nombre
d'entre eux auront une influence effective sur le
comportement vibratoire de l'avion.

En fait on peut faire le calcul d'une maniére
plus sélective et plus économigue. En effet les
matrices de (9) peuvent se décomposer en deux parties
en mettant en évidence celles qui sont relatives &
1l'ensemble de la structure liquide figé, et celles
qui concernent la perturbation apportée par les mou-
vements du liquide, soit :

8. 0 o 0 o0 o
| [0 *kz o [ -0* o M, of &
0O 0 © > P ©
=
Kq 0 o] [o o *ms 7_}
e
0 ’Kz-sz—’J‘Sr_t-_&_ 0LW[{o MMz My 9s|=0
Ka (7Y
0 0 O [ry *Ms >Ms| | o

7
Dans (10) une partie de la sous-matrice *K3
provient du terme en 880 de (6) et wne partie de
2M, provient de (5), ces quantités expriment la
participation du liquide supposé figé.

On considére donc une équation initiale et une
équation perturbée, soit

(11) ‘:K°+AK- w? [MD*AM]:Iﬂ:O

Soit q, un mode supposé critique de 1'équation
initiale et (Josa pulsation propre :

I:ko « ‘fie ”o] B, =D

Une méthode classique de perturbation (19) permet
de trouver la modification de q, et We si la pertur-
bation est suffisamment faible pour justifier la
lindarisation au premier ordre. On trouve alors aisé-
ment :

. 2
QZ)A[Q)Z]; quAK-UoAM]qo
9 M°q°

et 1'on peut calculer A 90 dés lors que les autres
modes initiaux sont connus. Si la perturbation est
importante le calcul peut se faire pas & pas (20), en
affectant dans (11) les matrices AK et AM

d'un coefficient ¥ variant de O a 1 par incréments



tres petits. I1 convient naturellement de tenir compte
au préalable de la troisidme équation (10) qui cons-
titue une liaison entre les variables Z, q, et

Une autre méthode moins directe consiste & appli-
quer une méthode de sous-structure : on calcule
d'abord les modes propres de bidon plus liquide, le
bidon pouvant subir des mouvements d'ensemble § et

6 , et 1'on utilise ces modes dans une méthode
ritzienne, en les associant aux modes propres de la
structure pour effectuer le calcul final. Mais le
nombre de modes propres de la premiére catégorie
étant considérable et leur calcul n'étant pas de sur-
croit d'une précision absolue, on ne retiendra que
ceux qui apportent une variation de valeur propre
suffisante, supérieure & un pourcentage domné a
1'avance, par rapport & la valeur initiale et donc
telle que tout mode avportant une perturbation infé-
rieure a4 ce critére puisse 8tre considéré comme sans
influence. Pour connaftre cette perturbation de fré-
quence on utilisera la formule (12). Pour les modes
éliminés la lindarisation sera ainsi justifiée et la
perturbation correctement calculée.

De plus une fois choisis par (12) les modes con-
servés et injectés dans (9) il ne sera pas nécessaire
de faire le calcul complet, il suffira d’appliquer
la méthode de perturbations successives précédente
pour connaftre la modification apportée par les mouve-
ments du liquide & des modes choisis initialement.
Cette méthode plus analytique vermettrait de choisir
efficacement des remédes.

6 - Application & un cas gimple

Considérons, a titre d'exemvle le ces d'un réser-
voir de forme parallélépipedique rectangle rempli
d'un liguide et animé d'un mouvement de translation
verticale et de rotation autour d'un axe horizontal,
mouvements pour lesquels on suppose des rappels élas-
tiques découplés.

Les axes et dimensions sont indigués sur la figure
2. L'origine des axes est au centre du réservoir et
1'on suppose l'axe de rotation en oy

k
/;‘/;
’/’/’hk
7
)/O hfz | 82—~ S
a5 /2

Fig.2 Schéma d'un réservoir parallélépipedique

On appliguera la deuxidme méthode indiquée, c'est-
4 dire la méthode ritzienne, en calculant au préalable
les modes propres de ballottement.
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- |— *
|k A a
on trouve aisément la base suivante pour les mouve-
ments irrotationnels

Pe 2 [Ar b
[3"+%]+2qu\°th\"’“ [:5+Jﬂcos_ef l:x+_‘2£.]

cosg,_ [y+_b_]+9x’b+35

Posant

'b +B Sh%_ 'b}cos_ﬂ

avec ! ey Py
a:r i &TE— B \]Pq

Calculons d'abord les termes en B & 0 et X'S-K
des diverses intégrales de (1) relatifs & ces modes.
Il vient

2%

’b‘_r—\Su aF ;6\'\ __aS\fc\Z o)

I
obh

/ fsra f%rads\fdﬂz-wzf[ =

5L 5 ottt SK]

[ ats hi]

La contribution en énergie potentielle due au

paramétre oL de le formule (6), avec & =- 8 , est
dgale &
3
€ 9 ba 658
1L
La participation cnergethue due au liquide figé

est domné par (5) et est dgale 2
-t [abk[cem]ese k¥ 51]
12

L'énergie potentielle étant nulle ici car % =0
(voir formule (6) ). “

Supposons d'abord nul les termes A, B , € 4e
l%quide, appelons et les matrices diagonales de
rigidité et d'inertie du récipient, et introduisons



seulement le paramétre oL de liguide, il vient
1'équation

‘X4 0 ')»\4- + fob\q (0]
R
o Y 0 pr £ [dort]
0 0 5 ) 5
L1535 =
AT L;_éf’ 0 o )

traduisant 1'équation (10).

Adoptons par exemple les valeurs suivantes pour
un récipient en dural rzidi et pour de l'eau :

2 3
Mo =80 m'K, fs=10Hy  p=10 alors
Y, = 320, W, =18k

Calculons avec ces valeurs la perturbation de
valeur vropre relative au mode de rotation initiale
liquide figé. Il vient avec (12)

A[wﬂ=-7,65 et A(Swﬂ = 0, 0415

ce qui fournirait une varietion de frécuence d'envi-
ron 2 € due & la conservition de 1'horizontalité de
la surface libre moyenne.

De plus si l'on calcule les termes de couplage
relatif aux modes en CPq du liguide, on constate gque

ces termes sont nuls. Le calcul complet donne alors
pour ces modes les dquations :

[f% V;q «:T\=>5h‘(\)Pq h)- w* P Vpqab Sh( \)th)]x

xCpq =0 , ( p,q#9)

ce gqui donne des pulsations propres telles que

4
(A.)Pq = %\)Pq Th(OP‘i \'\)

et par conséquent conformes & celles que 1lfon trouve
directement pour un réservoir fixe.

Calculons enfin la contribution due aux modes en
AP et BP du liquide, et contentons-nous 4'évaluer
leur influence sur le mode de rotation du récipient
par rapport au cas liquide figé.
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La formule (12) indique que seul le terme diago-
nal de la deuxidme équation du systime, en @ ,
participe & la modification de fréquence. Pour cal-
culer la perturbation de ce terme il convient de tenir
compte de la troisitme équation (9) qui est une équa-
tion de liaison entre les paramétres de structure,
ici S et O , et les paramdtres de liquide ici Ap
et BP .

4 cause des découplages cette troisidme équation
se réduit & deux équations en Apet Bp . Le calcul
donne pour p impair

ApSh h)+B_ ch(p® h)4ld a®* -0
P (%7)* P (’t z)+ [P.,.,]s .
impair
Lo d .o

_APSh(%I’_%) + By ch(gau’ ?h)

[P_ﬁ:]".ﬁ

ce gui donne

p=o

=-L48 a? 1
[r]? sh(eX B)

On trouve ensuite pour p reir : AP= Bp=0

P

Supposons alors que 1l'on recherche les valeurs
de P au-dessus desquelles la contribution des modes
d'indice p sur le mode de rotation est négligeable,
telle par exemple que la perturbation AlW4 < €

L
il vient par (12), aprés avoir reporté cette valeur
de Apdans la deuxidme équation (10) relative & O

1

[w2- 2 1
G SRS il 2y

w2 Mo

‘ch\." X

X 1 < &
2 bh 2 hz e
P-z+f0_12_ L[a + ]

On trouve pour les valeurs numérigues proposées :

1L7

P) > [Pt ) > 14

Et si par exemple & = 0,01, cela donne
p>216

Comme est impair cela signifie qu'il est inu-
tile d'introduire dans le calcul final des modes
d'indice supérieur & 3, ces derniers apportant chacun
une modification de fréquence inférieure 2 0,5 %.



6 - Conclusion

Dans le cas de réservoirs de forme quelconque il
est évidemment impossible de calculer les mouvements
des liguides sans effectuer une discrétisation du
probléme. La méthode des éléments finis que nous avons
proposée permet de trouver les modes propres de vibra-
tion lindarisés avec le maximum d'efficacité et de
précision dans des cas trés généraux, y compris celui
des réservoirs souples de forme quelcongue. Cette
méthode a été employée avec succés pour des réservoirs
axisymétriques tels que ceux de lanceurs spatiaux ou
de satellites. Elle est en cours de programmation dans
le cas général.

Néanmoins 1'application de cette méthode ou de
toute autre, comme on 1l'a vu, conduit & de tres nom-
breux modes propres de liquide, ou de 1l'ensemble
liquide-structure ; leur influence sur les modes de
structure, par exemple liquide figé, est inconnue a
priori et peut conduire & de nombreux calculs inutiles
et de plus insuffisamment précis.

Aussi a-t-on proposé un critére de sélection.
Cependant ce critére, basé sur la perturbation en
fréquence peut &tre trompeur car 1'influence du mou-
vement des liquides peut se manifester sur les défor-
mées sans étre pour autant appréciable sur les fré-
guences propres.

On pourrait alors utiliser un autre critére de
gélection basé sur les normes matricielles, mais il
serait beaucoup plus coliteux. On recommande plutdt la
premiére méthode proposée, c'est-a-dire le calcul
direct de la perturbation apportée sur les modes cri-
tiques par une méthode pas & pas relativement écono-
mique.
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DAL S0, UBL 8 T O

A. Unger (Israel Aircraft Industries, Ben-Gurion
Airport, Israel): Was the theory presented here
approved experimentally?

R. valid and R. Ohayon: o, this theory has not
been verified yet, but the Society "Avions Marcel
Dassault-Brequet Aviation" is going to make labo-
ratory tests in collaboration with the "Institut

de Mechanique des Fluids de Lille"”, with tanks of
simple shape, in order to see the importance of
this interaction and to evaluate the numerical pre-
dictions as soon as they will be obtained.
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